V. Limity funkcii a spojitost’ funkcii

1. Limita funkcie

Def: (Heineho): Nech funkcia f je definovana pre vSetky x#x, z niektorého okolia bodu xg
U(x¢). Hovorime, ze ¢islo b je limitou funkcie f v Cisle xo, ak postupnost’ {f(x,)} konverguje
k ¢islu b pre kazdu taka postupnost’ { x,} (¢isel z D(f), x,# X¢), ktora konverguje k ¢islu xo.

Zapisujeme: lim f(x) = b
X—> Xg b

Def: Hovorime, Ze o (-0) je nevlastnou
limitou funkcie f véisle xo , ak A
postupnost’ {f(x,)}— oo pre kazda taka

postupnost’ { x,} (Cisel z D(f), x,# Xo), ktora konverguje k ¢islu x,.

Zapisujeme: lim f(x) = to0 Y
X—> Xg

MozZno dokazat’, ze Heineho definicia x

limity funkcie je ekvivalentna Cauchyho Xo

definicii limity funkcie:

Def. (Cauchyho): Nech f je definovana pre vsetky x,# X z niektorého okolia bodu xo U(Xo).
Hovorime, ze funkcia f ma v bode x( limitu b, ak ku kazdému okoliu Ug(b) existuje

také okolie Us(Xo), ze pre kazdé xe Us(xp), x# X je f(x) € Us(b).

Podmienku mozeme zapisat’:

Ve>0 3 5>0: 0< (x- X0)<6 = | f(x) - bl <e.




Veta V1: Funkcia f m6ze mat’ v bode x¢ najviac jednu limitu.
Veta V2: (Veta o zovreti) Ak :

lim f1(x) =b, lim f,(x) =D,
X— Xo X— Xo b
a ak existuje také okolie U(xy), ze V xeU(Xy), x# X, je f
1(X)L f (%)< (%), tak lim f(x) = Db,
X—> Xg

Veta V3: Ak lim f {(x) = by, lim f5(x) = b,, potom
X—> Xg X—> Xg

a) lim (f;(x) +H(x)) = by +bs,
X—> X

b) lim (fi(x) . (X)) = by .ba,
X—> X0

c) ak by #0, tak lim  fi(x) =by,
x> Xy H(x) by

Veta V4:

a) Ak lim £ ,(x) = b> 0, lim £»(x) = 0
X—> X X—> Xg

apre V xeU(Xg), x#Xo, je fax)>0 (f2(x)<0),

potom
lim fi(x) = (Im  fi(x)=-)
X—> Xg H2(Xx) x—>xo H(x)

Specialne pre f1(x) =1 je
(Ilm 1 = o) (Im 1 = -o)
x—>Xo H(x)) x— X £(x))

b) Ak je funkcia f'; v istom U(X),0hrani¢end a lim f,(x) = oo, potom:
X—> Xp

lim (f(x) +2(x)) = o, lim fix)=0.
X—> Xo x—>Xo H(x)



Veta V5: lim sinx =1.

x— 0 X
Dokaz:
¥ Majme jednotkovu kruznicu.
c Iste plati Obsah AOAC < Obsah A OBC <Obsah A OBD
? OAAC _ cosX.sin X
1 Pre obsah AOAC plati P, =——— = :
X B 2
o A | x
Pre obsahAOBC kruhového vyseku :
2 2
P, = m .x:ﬂr—.x:ﬁ
360 2r

Pre obsah A OBD P, = OB.BD _1BD _BD

z definicie funkcie tg (x) vyplyva P, = t%x

2 2
sin X.cos <1<tg X
2 22 2
Potom : sin X
1
cOS X(—
sin X cos X
1
lim cosx=1 im =1
X — Xo X — X, COS X
s oy sin X 1 1
Staci upravit’  |im = =_=1
X —> Xo X 1
sin X
VetaV6: Ilim cosx-1=0
x— 0 X
Dokaz: Polozme x=2z
Ak x -0, potom aj z—0, a teda
lim cosx-1= lim cos2z-1= lim cos’z-sinz-1=
x— 0 X z— 0 2z z— 0 2z
=-lim 1- coszz+sinz_z =-lim 2. sinz_z =-lim sinz.
z—>0 2z b z—0 2z z— 0 z lim(sinz)=-1.0=
0
z— 0



lim =

2

Veta V 7: 2

X > Xo X

Dokaz:

lim 1l-cosx .l+cosx = lim 1-cos® x =

x>0 x> l+cosx x— 0 x* (1+cos X)

lim  sin’x =1

x— 0 x> (l+cosx) 2

VetaV8:lim (1+ 1 ) = lim (1+ z)" =¢

X—> © X z— 0

X
Dokaz: Pri limitach postupnosti typu 17 sme ukazali, ze 11\‘{14‘_) ~

X—XO0! X

lin{1+2) = =1 ak z—>():>x—>{ :lirr(lJrl —e
X—X0 X X—X0 X

VetaV9:lim In(l+z) = 1
z—0 z

Dokaz: lim In(I+z) =lim (1 In(l+z)) =
z— 0 z z—>0 z

lim In (1+2) ** =Inlim (1+z) "*=Ine=1
z—>0 z— 0

VetaV10:1lim a*-1 = Ina

x—>0 x

2. Vypocet limit funkcie

Limity typu o, 00 - o0, 1° pocitame analogicky ako pri postupnostiach.

Ak mame vypocitat’ limitu
lim x+2 = 4 funk¢na hod.
x—>2 xX*+x+1 5

lim _x+1 = o podla Vety V4 a
x—>2" x-2



0 podla Vety V4



Typ limity 0
0

A: Ak v Citateli aj v menovateli funkcie je polyndm
f(x) =Py(x) potom vydelime Citatel aj
Qn(x)

menovatel’ polyndmom x-X (X je €islo, v ktorom pocitame limitu).

Pr.  lim x*3x+2  =lim (x-2.x-1) =-1=1
x> Ix*-7x+6 x> 1 (x-6).(x-1) -5 5

Pr. lim x— 2x—+x-2 =lim x (x -2) +x-2
x>2 X*+x-6 x— 2 (x+3).(x 2)
lim (x-2)(x2+1) = 5=1
x—>2 (x-2).(x+3) 5

B: Ak funkcia obsahuje odmocniny, nasobime vhodnou jednotkou, aby sme ich odstranili a
previedli na pripad A:

N 1im*/(3x+l)_1 JBx+1)+1

3X
N ETES\ PSR ooy v

J( ) J( T3 (b=
F r+m (x+3)+x -9

L X 43X i X(x+3 3

3 +x+12 3 (x+3)4-x) 7

3
2

C: Vyuzijeme Vety V5 - V10

sin 9X Ox
Pr. sin 5X 2Sl;_l 5y 0X 0
X



Pr.

lim 12X i Sin2A (X+l)+l):liM.( (x+1) +1)=4
2 J(x+1)—1 x> X 02X
Pr.:

ey —[l1-tg] lL+tgy +(1-tgy 2tgx _
ki |rtgd ey ltg) *sindl+1g) -y 19

2
B COX 2_
=lim =
o [1+tg) +(1-tg) 2
Pr.
.1 —-cos X.cos 2X . 1 —cos X+ cos X—cos X.cos 2X
lim . = lim . =
X—> X0 X.sin 5X X—> X0 X.sin 5X
. 1——cos X . cos X(1 —cos 2x
VETA 3 = lim : + lim ( . ):
X—>Xo X, 81N 9X  x—xo X.sin 5X
1 — cos X 1 —cos 2X
: X2 cos X . A4x?
T X . 4 X _ 1 4 _ 9
= T nsx "0 tsT10
X—> X0 S1n X—> X0 S1n
5x°2. 5x2.
5x 5X
In(1 +10x)
.10x
P 1 In(1 +10x) | 10x _s
-0 s§in 2X -0 sin 2X
2X
2sin _ ) .
. § _1 Sin X s
Pr.: lim = lim =In2
X—0 X - X



t
Inx—1.x In(t +e) - Inex? ln(He
Pr.:limn—':x—e:t t—>0|:1imn ne. =1lim
x—e X —e t—0 t t—0 t
—.e
e
X t+1 t
: - . ) -1
Pr.:hme e:|X—1=t t—>0|=11me =11me(e )=e
x=>l X —1 x—1 x—1 t

Pr. :

1 — cos XA/cos 2X 1—cosX

2

lim

2

=lim——  + lim

cos X.(l —/cos 2X) 1++/cos2Xx

x—0 X x—0 X x—0

cos X.(l — COos 2X) 1

COS X.

X’ .1+«/cos2x -

1- cozs2X Ax’
4x

+ lim =—+ lim

1
2 H°X2+(1+\/cos2x) 2 x20

x? +(1+\/c052x)

1

2
— 4 —=
2 2

3
2



3. Jednostranné limity funkcii, asymptoty grafu funkcie

Okrem pojmu limita funkcie v bode x¢ sa zavadzajii pojmy limita zl'ava a limita sprava.
Def.: Nech fje definovana pre kazdé x# x z niektorého pravého (I'avého okolia bodu xo.
Hovorime, Ze funkcia f ma v bode x¢ limitu sprava (zl'ava) rovnajicu sa b, ak postupnost’
{f(xn)} konverguje k ¢islu b pre kazdua taka postupnost’ {x,}, X, € D(f), Xp> Xo, (Xn<Xp), ktora
konverguje k ¢islu x,.

Zapisujeme:

¥ lim f(x)=b ; lim f(x)=b

_(rr‘_"” x—>x" X>X=
_____ |

II
_‘/‘?H | Jim £(x)=br ; Jim f(x)=b:
vy b
by
L !

Veta V11: lim f (X)existuj e len vtedy a len vtedy, ked’ existujt limity lim f (X); lim f (X) a

rovnaju sa.
Potom plati: lim f(x)=lim f(x)= lim f(x)
X—>X0 X—>X— X—>X0+
1 y
Pr. lim x =+
x— 0"
1
limx=-o
x— 0 = %




Pr. lim cotg X =+
Xx—0" , b

=]

limcotg X = —o0 |

X—0"

=]
»

=

Z predchadzajucej vety vyplyva, Ze ak niektora z jednostrannych limit neexistuje,

alebo existujli obidve, ale st rozne, tak lim f(x)neexistuje.
X—>X0

Pri skiimani priebehu funkcie je dolezité zistit', ako sa graf funkcie sprava, ak sa jeho

body vzd’al'ujii do nekoneéna. Casto sa stéva, Ze sa body grafu priblizuju k bodom akejsi
priamky - volame ju asymptota.

y=0 a x=1 st asymptoty.

Pozname asymptotu bez smernice a asymptotu so smernicou.
Asymptota bez smernice ku grafu funkcie y=f(x) nazyvame priamku x,= X¢, ak funkcia f(x)
ma v bode x( aspon jednu jednostrannu limitu nevlastni.

Asymptotou so smernicou ku grafu funkcie y=kx+q, kde:

k= lim M,q= lim (f(x)—kx).
X X—>+—00

X—>+—00

Ak asponi jedna z limit je nevlastna, hovorime, ze asymptota so smernicou neexistuje.
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3-x2

Pr. Najdite asymptoty grafu funkcie : y = 5
X+

ABS moze byt’ v bode x=-2

Vypocitame jednostranné limity:

3—x? . 3-x7
=400 ; lim =

=—o0 X=-2 ABS
x>2" X 42 X520 X+ 2

f _y?2
ASs k= tim 1) g 32X o
X—>+-0 X X—>+-00 X< 4 2X |
|
3-x*
= lim (f(x)—kx)= lim +X|=
q X~>+—oo( ( ) ) X—)+—w£ X+ 2 J I 2
| r"\\
% i
2 2
:1im3 X"+ X +2x:2 |
x4 2 |
|
|
y=—X+2 |
Pr. Ngjdite asymptoty grafu funkcie: y= x-2arctg x
ABS: neexistuji
y=kx+q;
K= lim X — 2 arctg X 1
ASS X—>+—00 X
q= lim (x—2arctgx — x)=-2. lim arctgx =
=—2. lim arctgX =—22=-7  ataktiez =-2. lim arctg "~ = —2.% =7
X—>+—00 X X—>+—00 X
y= X- Tt pre Xx— +oo /
y=x+ﬂ:prex—)-oo /+u
Wo=x -

2
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4.Spojitost’ funkcie

Uvazujeme nasledujuce funkcie:

¥ y= -1 pre x<0
y= 1 pre x>0
. Funkcia m4 limitu sprava i zl'ava,
ale nerovnaju sa.
x
-1
Y
f(x) = 1-x> prex € R/{0}
fix)=0 prex=0
! \x Jednostranné limity existuju, rovnaju sa, ale hodnota
{ funkcie f(0) = 0
¥ 2
f(x)=x" prex € R
Existujt jednostranné limity v bode xy=0, ale funkcia tam
nie je definovana.
A 4 :

V tychto pripadoch graf funkcie f v okoli bodu x¢=0 nie je suvisla (spojitd) krivka, je
preruSeny (nie spojity).

Def.: Hovorime, ze funkcia f je v bode x¢ spojita, ak lim f(x) = f(xo).
X—> Xp

To znamena: 1. funkcia je v bode x( definovana

2. funkcia ma v bode x¢ limitu (rovnajuce sa jednostranné limity)
3. limita sa rovna hodnote funkcie v bode X

12



Uvedieme niektoré vlastnosti spojitych funkcii.
Veta V12:(Weierstrassova): Ak je funkcia f spojitd na uzavretom intervale <a,b>, existuje

aspon jeden bod c;e<a,b> taky, ze V xe<a,b>je f(c;) < f(x) a aspoii jeden bod c,e<a,b>
taky, ze V xe<a,b> je f(x) < f(cy).

Priamym dosledkom je nasledujtica veta.

Y

\ tj. H(f) = {f(x), xe<a,b>} mad maximum a minimum
|

I

|

I

|

a

Veta V13: Ak funkcia f je spojitd na <a,b>, potom je na tomto intervale trvale ohranicena.
t.j. zhora je ohranicena f(c»)a zdola je ohranicena f(c)

Veta V14: Nech funkcia f spojitd na <a,b>a nech f(a)#f(b). potom ku kazdému ¢islu
Ke<f(a),f(b)>, resp. Ke<f(b),f(a)> existuje aspon jeden taky bod ¢ €(a,b), ze f(c) =K.

A e

. N

Veta V15: Ak funkcia f je spojita na <a,b> a f(a).f(b)<0, potom existuje aspon jeden bod
ce(a,b),taky ze f(c)=0.
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